Instytut Matematyczny

Uniwersytet Wroclawski

Zakres egzaminu magisterskiego

Wybrane rozdziatly anazlizy i topologii 1 1 2

Pojecia, fakty: Definicje i pojecia: metryka, iloczyn skalarny, norma
supremum, norma caltkowa, zbiér otwarty, domkniety, ograniczony, zwarty,
Srednica zbioru, zbiezno$¢ punktowa i jednostajna ciagu funkcyjnego, zbiez-
no$¢ w metryce catkowej, odlegtosé punktu od zbioru, ciagtos¢ funkcji, aprok-
symacja funkcji ciaglych wielomianami, twierdzenie Stone’a-Weierstrassa,
szeregi potegowe, promien zbieznosci szeregu, obszar zbieznosci, twierdzenie
Cauchy’ego-Riemanna, catka krzywoliniowa, funkcje holomorficzne, funkcje
catkowite, wzor catkowy Cauchy’ego, residuum, osobliwo$¢ pozorna, biegun,
osobliwos¢ istotna, funkcja skonczenie addytywna, miara Lebesgue’a, zbiory
miary zero, catka Lebesgue’a

Przykladowe zadania:

1. Sprawdzi¢, czy funkcja d : N x N — R okreslona wzorem
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(n,m) .
jest metryka.

2. Niech {f,} bedzie ciagiem funkcyjnym okreslonym na R, nastepujaco:
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Zbadaé zbieznoéé punktows i jednostajng na R, oraz w metryce catkowej L'
na przedziale [0, 2].

3. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci (promien oraz zbadaé zachowanie na



brzegu) szeregu
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4. Wykazaé, ze jesli funkcja f(z) = u(z;y) + iv(z;y) jest analityczna w
pewnym obszarze D oraz u?> = v w tym obszarze, to funkcja f musi byé stala.

5. Przy pomocy twierdzenia Cauchy’ego obliczy¢ catke:

gdzie (t) jest okregiem o srodku w punkcie 0 i promieniu 3.
6. Obliczy¢ catke
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7. Pokaza¢, ze norma supremum w przestrzeni C|0, 1] (funkcje ciagle na
odcinku [0, 1]) nie spelia warunku réwnolegtoboku.

8. Pokazac, ze miara Lebesgue’a zbioru jednopunktowego jest réwna zero.
Statystyka

Pojecia, fakty: estymacje punktowe i przedzialowe, testowanie hipotez
w rozktadzie normalnym, test x? zgodnosci

Przykladowe zadania:

9. W celu sprawdzenia, czy pewna kostka do gry jest symetryczna, rzu-
cono ja 100 razy i otrzymano nastepujace wyniki:

liczba oczek 1121314516
liczba rzutéow | 10 | 8 | 15| 24 | 18 | 25

Sprawdzi¢ hipoteze, ze kostka jest symetryczna.

10. W sondazu przedwyborczym wzieto udziat 1600 respondentéw. Spo-
$réd nich 800 0s6b oswiadczyto, ze bedzie gtosowac na partie ”X”. Oszacowac
na poziomie ufnosci 95% przedzial ufnosci dla prawdopodobienistwa poparcia
tej partii wérod wszystkich wyborcow.



Arytmetyka i teoria liczb

Pojecia, fakty: uktady pozycyjne, rozwinigcia dziesietne, indukcja, utam-
ki tancuchowe, kongruencje, rownania diofantyczne, tw. Eulera:
(a,n) =1 = a*™ =1 (mod n), liczby pierwsze

Przykladowe zadania:

11. Podaé rozwiniecie dziesietne (wskazujac okres) liczby:

a) 1,23(574) + 2, (6878), b) 1,23(574) — 2, (6878), c) 1,23(574) + & — 5.

12. Znalez¢ dwie cyfry po przecinku rozwiniecia dwéjkowego v/3.

13. Czy 7' =5 (mod 27) ?

14. Zmnalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania 2x + Ty = 10 w liczbach
catkowitych.

15. Uzasadnié¢, ze jesli 1-2-...- (p—1) = —1 (mod p) i p > 1, to p jest
liczba pierwsza.

16. Ile dzielnikéw naturalnych ma liczba
a) 11-13-17-19 b) 211.383.517. 719 ¢) 1203 - 98

17. Uzasadni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje liczba pierw-
sza p wicksza od n i mniejsza od n".
(Wskazdéwka: skorzystaé z idei dowodu Euklidesa twierdzenia o tym, ze liczb
pierwszych jest nieskonczenie wiele.)

18. Ile jest utamkow nieskracalnych postaci 1555, gdzie 1 < n < 10007

19. Uzasadni¢ niewymiernos¢ liczby
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Czy jest to liczba algebraiczna?



Geometria elementarna I, 11
Konstrukcje geometryczne

Pojecia, fakty: elementarne wtasnosci trojkatow, wielokatow, tw. Cevy,
locus, klasyfikacja izometrii i podobienstw ptaszczyzny, stozkowe, wielosciany
platonskie, archimedesowskie, podstawowe konstrukcje platonskie

Przykladowe zadania:

20. Uzasadni¢, ze jesli czworokat ABC'D jest wpisany w okrag, to
|AB| - |CD| + |BC| - |DA| = |AC| - |BD].
21. W pewnej izometrii plaszczyzny obrazem punktu A = (1,2) jest
punkt A" = (5,8), punktu B = (3,0) — punkt B’ = (3,10), a punktu
C = (0,0) — punkt C'" = (6, 10).
a) Przedstawi¢ te izometrie jako zlozenie symetrii osiowych.
b) Podaé opis tej izometrii jako przeksztalcenia w zbiorze liczb zespolonych.

22. Niech A bedzie punktem paraboli o ognisku O i kierownicy k. Niech
¢ oznacza symetralna odcinka OA’, gdzie A" jest rzutem prostokatnym punk-
tu A na prostg k. Uzasadni¢, ze parabola zawarta jest w poélplaszczyznie
wyznaczonej przez prosta ¢ i punkt O.

23. Poda¢ konstrukcje dziesieciokata foremnego.

24. Zaktadajac, ze dane sg odcinki o dtugosciach a, b i ¢ oraz odcinek
jednostkowy podaé konstrukcje odcinka o dtugosci %b + Vbc+ 1.

25. Niech dany bedzie okrag o(S,r) i punkt A lezacy wewnatrz tego
okregu. Znalez¢ miejsce geometryczne punktow X takich, ze odlegtos¢ AX
jest réwna odlegltosci punktu X od danego okregu.

(Podaé¢ réwniez rozwiazanie analityczne.)

26. Uzasadni¢ (korzystajac ze wzoru Eulera), ze nie istnieje wieloscian
wypukty, ktorego kazda Sciana jest siedmiokatem.



