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Zakres egzaminu magisterskiego

Wybrane rozdziatly anazlizy i topologii 1 1 2

Pojecia, fakty: Definicje i pojecia: metryka, iloczyn skalarny, norma
supremum, norma caltkowa, zbiér otwarty, domkniety, ograniczony, zwarty,
Srednica zbioru, zbiezno$¢ punktowa i jednostajna ciagu funkcyjnego, zbiez-
no$¢ w metryce catkowej, odlegtosé punktu od zbioru, ciagtos¢ funkcji, aprok-
symacja funkcji ciaglych wielomianami, twierdzenie Stone’a-Weierstrassa,
szeregi potegowe, promien zbieznosci szeregu, obszar zbieznosci, twierdzenie
Cauchy’ego-Riemanna, catka krzywoliniowa, funkcje holomorficzne, funkcje
catkowite, wzor catkowy Cauchy’ego, residuum, osobliwo$¢ pozorna, biegun,
osobliwos¢ istotna, funkcja skonczenie addytywna, miara Lebesgue’a, zbiory
miary zero, catka Lebesgue’a

Przykladowe zadania:

1. Sprawdzi¢, czy funkcja d : N x N — R okreslona wzorem
1 1
d(n,m) = |-~
(n,m) .
jest metryka.

2. Niech {f,} bedzie ciagiem funkcyjnym okreslonym na R, nastepujaco:

n2zc dla z € [0, 1],
fn(x) — _n2gj -+ 2’n, dla €T € (%7 %]7
0 r> 0

Zbadaé zbieznoéé punktows i jednostajng na R, oraz w metryce catkowej L'
na przedziale [0, 2].

3. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci (promien oraz zbadaé zachowanie na



brzegu) szeregu
i (_1)112271

i=1 n
4. Wykazaé, ze jesli funkcja f(z) = u(z;y) + iv(z;y) jest analityczna w

pewnym obszarze D oraz u?> = v w tym obszarze, to funkcja f musi byé stala.

5. Przy pomocy twierdzenia Cauchy’ego obliczy¢ catke:

gdzie (t) jest okregiem o srodku w punkcie 0 i promieniu 3.
6. Obliczy¢ catke
<z —g—2
[z,
oo £t + 1022 + 9
7. Pokaza¢, ze norma supremum w przestrzeni C|0, 1] (funkcje ciagle na

odcinku [0, 1]) nie spelia warunku réwnolegtoboku.

8. Pokazac, ze miara Lebesgue’a zbioru jednopunktowego jest réwna zero.
Algebra

Pojecia, fakty: przestrzenie liniowe, baza i wymiar, odwzorowanie linio-
we, funkcjonaly i formy kwadratowe, formy hermitowskie, twierdzenie Sylve-
stera, przestrzenie unitarne, endomorfizmy samosprzezone, wartosci i wekto-
ry wlasne, diagonalizacja, grupy pierscienie i ciata, podgrupy i twierdzenie
Lagrange’a, podgrupy normalne i idealy, grupy i pierscienie ilorazowe, homo-
morfizmy, centrum, komutant, struktura grup abelowych skonczenie genero-
walnych, pierécien liczb catkowitych i pierscienie wielomianéw jednej zmien-
nej, algorytm Euklidesa i teoria podzielnosci w pierscieniach euklidesowych,
ciata proste.

Przykladowe zadania:

9. Podac¢ przyktady czterech parami nieizomorficznych grup rzedu 8 wraz
z uzasadnieniem ich nieizomorficznosci.

10. Znalez¢ centrum w grupie nieosobliwych macierzy rzeczywistych 2 x 2.

11. Znalez¢ baze ortonormalna w przestrzeni Po[—1, 1] wielomianéw rze-



czywistych stopnia < 2 na przedziale [—1, 1], z iloczynem skalarnym

(fi, f2) = /_11 f1(z) fo(z)d.

Podaé¢ przyktad jakiego$ unitarnego automorfizmu tej przestrzeni.

12. Uzasadnié, ze podzbiér I, w pierécieniu funkcji ciagtych C[0, 1] skta-
dajacy sie z wszystkich funkcji f zerujacych si¢ w punkcie x € [0,1], jest
ideatem maksymalnym w tym pierscieniu.

13. Poda¢ definicje najwiekszego wspdlnego dzielnika w dowolnym pier-

Scieniu. 7Z jaka doktadno$cig jest on okreslony? Uzasadni¢, ze jesli elementy
a,b maja najwiekszy wspolny dzielnik, to maja go tez elementy a,a + b.

Analiza wielu zmiennych
i rozmaitos$ci rézniczkowalne

Pojecia, fakty: pochodne czastkowe i rdzniczka funkcji wielu zmien-
nych, twierdzenia o funkcji uwiklanej i o rzedzie, ekstrema funkcji wielu
zmiennych, ekstrema warunkowe, catka wielowymiarowa i catka wielokrotna,
zamiana zmiennych, rownania parametryczne krzywych i powierzchni, cal-
ki powierzchniowe i twierdzenie Greena, dtugos¢ i krzywizna krzywej, pole
powierzchni, rozmaitosci, funkcje i odwzorowania gtadkie na rozmaitosciach,
dyfeomorfizmy, podrozmaitosci, wiazka styczna, metryka Riemanna i dtugosc¢
krzywej na rozmaitosci.

Przyktadowe zadania:

14. Wsrdd trojkatow o ustalonym polu powierzchni znalezé ten, ktéry
ma najmniejszy obwod.

15. Dana jest krzywa regularna v : (a,b) — R? oraz punkt A nie lezacy
na tej krzywej. Uzasadni¢, ze jesli v(to) jest punktem tej krzywej lezacym
najblizej punktu A, to odcinek Av(to) jest prostopadly do stycznej krzywej
v w punkcie y(t).

16. Niech X bedzie polem wektorowym na R? réwnym gradientowi réz-
niczkowalnej funkcji f : R? — R, i niech ~y(¢) bedzie rozwigzaniem réwnania
rozniczkowego ' (t) = X (v(¢)) o warunku poczatkowym v(0) = (g, y0) € R
Uzasadni¢, ze dla dowolnego t z przedziatu okreslonosci rozwiazania v zacho-
dzi réwnosé f(v(t)) = f(xo,yo) + t.

17. Obliczy¢ pole odcinka sfery o promieniu r zawartego pomiedzy pewna



plaszczyzng styczng do tej sfery a réwnolegta do niej ptaszczyzna lezaca po
tej samej stronie, co sfera, w odlegtosci d < r od tej plaszczyzny stycznej.

Analiza funkcjonalna

Pojecia, fakty: normy, normy w przestrzeniach funkcyjnych, operato-
ry liniowe ograniczone, przestrzen Banacha, twierdzenie o operatorze od-
wrotnym, twierdzenie Banacha-Steinhausa, funkcjonaty, twierdzenie Hahna-
Banacha, przestrzenie Hilberta, ortogonalnos¢, twierdzenie Riesza o funkcjo-
nale.

Przykladowe zadania:

18. Znalez¢ wzorem izomorfizm przestrzeni Hilberta L2[0,1] i L?[0,2].
Znalez¢ tez wzorem izometrie przestrzeni Hilberta L2[0, 1] na swoj wlasciwy
podzbior.

19. Poda¢ wraz z uzasadnieniem przyktad operatora ograniczonego na
przestrzeni Hilberta, ktérego obraz nie jest podprzestrzenig domknieta.

20. Uzasadni¢, ze jezeli ztozenie dwoch operatoréw ograniczonych na
przestrzeni Banacha jest operatorem odwracalnym, to kazdy ze sktadowych
operatorow jest odwracalny.

Rachunek rézniczkowy

Pojecia, fakty: kresy zbioréw, zbiezno$¢ ciagéw i szeregdw, zbieznosé
warunkowa, zbieznos¢ bezwzgledna, granice gérne i dolne, ciagi i szeregi
funkcyjne, zbieznos¢ jednostajna, pochodna i wzor Taylora, szeregi pote-
gowe, catka, twierdzenie Stone’a-Weierstrassa, rownania rézniczkowe zwy-
czajne w dowolnym wymiarze, istnienie i jednoznaczno$é¢ rozwigzan, gtadka
zaleznos¢ od warunkéw poczagtkowych oraz od parametrow, przedtuzalnosé
rozwigzan, rownania zwyczajne liniowe o statlych wspotczynnikach, rownania
rézniczkowe czastkowe: rownanie falowe (konstrukcja rozwiazania ogblnego,
rozwiazanie zagadnienia poczatkowego), réwnanie ciepta, metoda Fouriera
rozdzielania zmiennych.

Przykladowe zadania:

21. Uzasadnié, ze jesli ciag dodatni (a,) monotonicznie zbiega do zera,
to szereg naprzemienny > (—1)"a,, jest zbiezny.



22. Uzasadni¢, ze podzbiér funkcji kawatkami liniowych jest gesty w prze-
strzeni funkcji ciagtych C[0, 1] z metryka jednostajna.

23. Poshugujac si¢ wzorem Taylora i szacujac w nim reszte znalezé przy-
blizenie liczby In 2 z doktadnoscia %.

24. Poda¢ przyktad cigglego pola wektorowego na R?, ktérego trajektorie
nie sg okreslone dla kazdego t € R, oraz takiego, dla ktérego trajektorie
wychodzace z ustalonego punktu nie sg jednoznaczne.

25. Rozwazmy teoretyczny model, w ktérym ciato opadajace swobodnie
w wodzie podlega tarciu proporcjonalnemu do predkosci opadania. Utozy¢ i
rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe dajace opis ruchu takiego ciala.

26. We wspohrzednych geograficznych na sferze znalezé réwnanie linii
przecinajacej potudniki pod statym katem.

27. Rozdzielajac zmienne rozwigza¢ rownanie tu; = u,, +2u z warunkami
brzegowymi u(0,t) = u(w,t) = 0. Udowodnié¢, ze réwnanie to ma nieskoncze-
nie wiele rozwiazan spelniajacych warunek poczatkowy u(z,0) = 0.

Funkcje rzeczywiste i funkcje analityczne

Pojecia, fakty: o-ciata, miara Lebesgue’a, funkcje mierzalne, catka Le-
besgue’a, twierdzenia o przechodzeniu do granicy pod catka, miary produk-
towe, twierdzenie Fubiniego, réwnania Cauchy-Riemanna, catki zespolone,
wzér Cauchy’ego, rozwijanie w szereg potegowy, funkcje catkowite, zasada
maksimum, bieguny i residua.

Przykladowe zadania:

28. Poda¢ wraz z uzasadnieniem przyktad nieprzeliczalnego zbioru miary
zero na prostej rzeczywistej.

29. Uzasadnié, ze obraz rézniczkowalnej krzywej regularnej w R? (tzn.
takiej, ktérej wektor styczny w kazdym punkcie jest niezerowy) ma miare
zZero.

30. Niech 2 bedzie otwartym obszarem w C, za$ f : {2 — C niech bedzie
réznowartosciowa funkcja holomorficzna taka, ze f'(z) # 0 dla kazdego z € €.
Uzasadnié, ze miara Lebesgue’a zbioru f(§2) wyraza si¢ wzorem

Q)] = [ 17(:)Pddy,
gdzie z = x + 1y.



31. Uzasadni¢, ze miejsca zerowe funkcji analitycznej f, nierownej tozsa-
mosciowo zeru, sg punktami izolowanymi.

32. Uzasadnic, ze jesli f : Q — C jest funkcjg analityczna taka, ze
f'(z) # 0 dla kazdego z € Q, to obraz f(U) dowolnego otwartego podzbioru
U C Q) jest zbiorem otwartym.

Rachunek prawdopodobienstwa

Pojecia, fakty: prawdopodobienstwo z uzyciem kombinatoryki,
schemat Bernoulliego, prawdopodobienstwo warunkowe, niezaleznos¢, zmie-
nne losowe dyskretne i ciggte, wartos¢ oczekiwana, rozktady zmiennych lo-
sowych, momenty i wariancja, funkcja tworzaca, nieréwnosé¢ Czebyszewa i
stabe prawo wielkich liczb, centralne twierdzenie graniczne.

Przykladowe zadania:

33. Momenty przybycia autobuséw A i B sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi X i Y o rozktadach wyktadniczych z parametrami o i p.

(a) Znalez¢ rozktad momentu przybycia pierwszego autobusu.

(b) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze autobus A przyjedzie pierwszy.

34. Udowodnié, ze jedli cigg zmiennych losowych X, jest zbiezny w L?,
to cigg X2 jest zbiezny w L.

35. Niech (X : k € N) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowych rozktadach wyktadniczych.

(a) Znalez¢ rozklady zmiennych X; + ...+ X, dla dowolnego n.

(b) Dla ustalonej liczby t > 0 rozwazmy zmienna losowa,

Ny =max{n: X;+...+ X, <t}
Znalez¢ rozktad zmiennej losowej V;. Jaki to rozktad?

36. Udowodni¢, ze jesli X,, jest ciggiem zmiennych losowych o wspdlnie
ograniczonych wariancjach oraz o wspotczynnikach korelacji
p(X;, X;) — 0, gdy |i — j| — oo, to ciag ten speinia stabe prawo wielkich
liczb.

37. Rozwazmy ciag niezaleznych rzeczywistych zmiennych losowych (X,)
o $rednich m,, i wariancjach o2 takich, ze 0 < a; < 02 < as,

0<b <E|X, —m,|> <by



dla pewnych statych ay, aq, by, by. Czy dla tego ciggu jest spetnione centralne
twierdzenie graniczne?

Topologia i teoria mnogosci

Pojecia, fakty: relacje réwnowaznosci oraz czeSciowego i liniowego po-
rzadku, moc zbioru, przeliczalnos¢ i moc continuum, dobre porzadki i induk-
cja pozaskonczona, przestrzenie metryczne, odwzorowania ciagte, zupetnosé,
zwarto$é, spojnosé, drogowa spojnosé, osrodkowosé, metryki réwnowazne,
przestrzenie topologiczne, topologia produktowa, topologia ilorazowa, topo-
logia indukowana na podzbiér, homeomorfizm, zbiory nigdziegeste i twier-
dzenie Baire’a.

Przykladowe zadania:

38. Uzasadnié, ze kazdy otwarty podzbiér prostej rzeczywistej R jest
przeliczalng suma otwartych parami roztacznych przedziatow.

39. Uzasadni¢, ze nastepujace przestrzenie topologiczne nie sa homeomor-
ficzme: [0,1], R, [0,1] x [0,1], ST = {(z,y) € R?* : 2? + y* = 1}, [0,1] x Q,
zbiér Cantora, [0, 1]\ Q.

40. Czy przestrzen C]0, 1] rézniczkowalnych w sposéb ciggly funkeji rze-
czywistych z norma || f]| = sup(|f|) + sup(|f’|) jest: zupelna, zwarta, sp6jna,
osrodkowa? Odpowiedzi uzasadnic.

41. Na plaszczyznie dany jest ograniczony zbiér B zawierajacy przynaj-
mniej dwa punkty. Uzasadni¢, ze wsrod kot domknietych zawierajacych zbior
B istnieje kolo o najmniejszym promieniu, oraz ze koto o tej wtasnosci jest
jedyne.

42. Uzasadnié, ze obraz roézniczkowalnej krzywej regularnej na ptaszczyz-
nie nie moze by¢ calg plaszczyzna. Zastosowaé twierdzenie Baire’a.



