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INFORMACJA O PISEMNYCH EGZAMINACH
DYPLOMOWYCH NA KIERUNKU MATEMATYKA

Zgodnie z uchwala Rady Wydzialu Matematyki i Informatyki z czer-
wca 2001, egzaminy magisterskie na kierunku "matematyka”, poczaw-
szy od roku akademickiego 2001/2002, sktadaé sie beda z czesci pisemne;j
i czeSci ustnej. Wynik koncowy egzaminu magisterskiego otrzymuje sie
uwzgledniajac wynik czeSci pisemnej z waga % i czesci ustnej z waga i.
Cze$¢ ustna egzaminu dotyczy¢ bedzie pracy magisterskiej i przepro-
wadzana przez 3 osobowe komisje, polega¢ bedzie na krétkiej (okoto
10 min.) prezentacji pracy przez egzaminowanego oraz na odpowiedzi
na pytania zadane przez komisje w zwigzku z prezentacja. Ustaleniem
zasad egzaminu, przygotowaniem zadan i przeprowadzeniem egzaminu,
zajmuje sie Komisja Egzaminéw Dyplomowych w skladzie: R. Kulik,
K. Omiljanowski, K. Tabisz, K. Topolski, J. Swiqtkowski, J. Wroéblew-
ski (przewodniczacy). Ustalono nastepujace zasady przeprowadzenia pi-
semnych egzaminéw dyplomowych na rok akademicki 2002/2003.

e Pisemny egzamin magisterski sktada sie z 2 czesci.

Cze$¢ pierwsza odbedzie sie w dniach: 13 lutego 2003r., 18 czerw-
ca 2003 r. i 25 wrzesnia 2003r. w formie dwugodzinnego testu i
po przerwie, dwugodzinnego rozwigzywania zadan otwartych. Za-
kres tej czesci, obejmujacy bazowe wiadomosci z algebry, analizy i
rachunku prawdopodobienstwa, podany jest szczegétowo na stro-
nach 4-18.

Czes¢ druga odbedzie sie w dniach: 14 lutego 2003r., 20 czerwca
2003 r. i 26 wrzesnia 2003r. w formie dwugodzinnego egzaminu
(rozwiazywanie zadan). Zakres tej czeSci, obejmujacy bazowe wia-
domosci z poszczegdlnych specjalnosci, podany jest na stronach
19-40.

Uwaga: Podany zakres jest identyczny jak w roku po-
przednim i obowigzuje na egzaminie w lutym. Podczas



egzaminu czerwcowego i wrzeSniowego bedzie obowigzy-
wal zmieniony zakres materialu dla sekcji ”matematyka
z informatyka”. Zmiany te ogloszone zostang w terminie
pozniejszym, podobnie jak zakres materiatu dla sekcji bio-
matematycznej.

Zgodnie z paragrafem 50, p.1 Regulaminu Studiéw, do egzaminu
przystepuja studenci, ktérzy zaliczyli wszystkie przedmioty obo-
wigzkowe i uzyskali wymagang liczbe punktéw kredytowych zgod-
nie z programem studiow oraz uzyskali ocene pozytywna z pracy
magisterskiej.

Termin skladania prac magisterskich w roku 2002/2003 uplywa
z koncem semestru letniego, t.j. dnia 9 czerwca 2003r. Termin ten
mozna przesunac jedynie z powodu dlugotrwalej choroby lub z
powodu niemozno$ci wykonania pracy z przyczyn niezaleznych od
studenta. W celu przesuniecia terminu ztozenia pracy student lub
opiekun pracy sktada wniosek u dziekana.

Dla studentéw, ktérzy nie zdali egzaminu magisterskiego lub do
niego nie przystapili, terminy poprawkowe beda wyznaczane w ko-
lejnych sesjach. Niezdanie egzaminu dyplomowego w ciggu roku
od ukonczenia studiéw powoduje koniecznos¢ wznowienia studiéw
i powtorzenia ostatniego roku studiéw w celu uzyskania dyplomu
magisterskiego.

Studentowi przystuguje prawo dwukrotnego zdawania kazdej cze-
sci egzaminu. Student moze zdawac egzamin wieksza liczbe razy
tylko za zgoda Dziekana.

Cze$¢ pierwsza egzaminu jest jednocze$nie egzaminem licencjac-
kim i moga do niej przystepowac studenci, ktorzy zaliczyli bezwa-
runkowo 6 semestrow. Po uzyskaniu odpowiedniej liczby punktéw,
studenci beda zwolnieni ze zdawania tej czesci egzaminu po ukon-
czeniu 5. roku.



Egzamin dyplomowy (cze$é¢ I)

Zakres egzaminu dyplomowego (czesé I).
Analiza.

0. Opanowany material szkoly sredniej: postep arytmetyczny i geo-
metryczny, warto$¢ bezwzgledna - réwnania i nieréwnosci, cze$¢ catkowi-
ta i utamkowa, réwnania i nieréwnosci kwadratowe, twierdzenie Bézout,
funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne, szkicowanie wykreséw,
rozwigzywanie rownan i nieréwnosci wyktadniczych i logarytmicznych.

1. Indukcja matematyczna, dwumian Newtona.

Pojecia, fakty: zasada indukcji matematycznej; dwumian Newtona.

Umiejetnos$ci: umiejetnos¢ przeprowadzania prostych rozumowan
indukcyjnych; rozumienie sytuacji, w ktérych indukcja rozpoczyna sie
od n>1 lub krok indukcyjny ”skacze” o wiecej niz 1; umiejetnos¢ po-
stugiwania sie dwumianem Newtona.

Przykladowe zadania:

1. Dowiesé, ze dla wszystkich n naturalnych zachodzi réwnosé
n(n+1)(2n+1)

12422432+ ... +n?= c )

2. Dowiesc¢, ze dla wszystkich n naturalnych zachodzi nieréwnosé
100n < 2™ 4577 .

3. Obliczyé éﬁk ().

2. Liczby wymierne i niewymierne.

Pojecia, fakty: gestos¢ liczb wymiernych i niewymiernych; rozwi-
niecie dziesietne liczb rzeczywistych.

Umiejetnosci: znajomos¢ dowodéw niewymiernosci pierwiastkow i
logarytméw, umiejetnoé¢ dowodzenia niewymiernoéci prostych wyrazen
zawierajacych liczby niewymierne, zamiana liczb wymiernych z postaci
utamka zwyklego na utamek dziesietny i na odwrot.
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Przykladowe zadania:
4. Dowiesé, ze liczba /34 /6 jest niewymierna.
5. Dowies¢, ze liczba log,3 jest niewymierna.

6. Zamieni¢ na utamek zwykly liczbe \/O, (4)+ \?/3,374(9).

3. Ciagi liczbowe, zbieznosé.

Pojecia, fakty: granica ciggu, ciggi monotoniczne, ograniczone,
zbieznos¢, podciag, warunek Cauchy’ego.

UmiejetnoSci: umiejetnos¢ obliczania granic z uzyciem wzoréw na
granice sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu, twierdzenia o trzech ciggach.

Przykladowe zadania:

Rozstrzygnaé zbiezno$¢ ciggu i obliczy¢ granice, jesli jest zbiezny

n2+1 n242 n?+3 n’+n
7.vnPt+n—n 8. L+ IS+ st

4. Szeregi liczbowe, kryteria zbieznosci, liczba e.

Pojecia, fakty: szereg liczbowy, zbiezno$¢ szeregu liczbowego, kry-
teria zbieznoSci, liczba e.

Umiejetnosci: znajomosé¢ podstawowych przyktadéw szeregéw zbie-
znych i rozbieznych (szereg harmoniczny, szeregi geometryczne); zna-
jomos$c i umiejetnos¢ stosowania do rozstrzygania zbieznosci szeregdéw
podstawowych kryteriow zbieznosSci: warunek konieczny zbieznosci, kry-
terium poréwnawcze, d’Alemberta, Cauchy’ego, o zbieznosci bezwzgled-
nej, Leibniza o szeregach naprzemiennych; podstawowe wiadomosci o
liczbie e.

Przykladowe zadania:

Rozstrzygnacé, czy nastepujace szeregi sa zbiezne

X1 X1
9. % 10 3
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14. Obliczy¢ granice nll)rgo(l +3)n.
5. Funkcje.

Pojecia, fakty: granica funkcji, cigglosé, twierdzenie Weierstrassa,
wlasno$¢ Darboux.

Umiejetnosci: znajomosé podstawowych pojec¢ dotyczacych funkcji:
dziedzina, granica, ciaglo$¢, monotonicznosé, ograniczono$é, (nie)parzy-
stos¢, okresowo$¢; umiejetnos¢ obliczania granicy funkcji w punkcie, wy-
znaczania punktow cigglosdci i punktow niecigglosci funkcji; znajomosé
sformulowania i rozumienie twierdzenia Weierstrassa i wtasnosci Dar-
boux.

Przykladowe zadania:

Obliczy¢ nastepujace granice:

15. lim (5 — —g—) 16 limasing

Wyznaczy¢ dziedzine oraz punkty ciggtosci i niecigglosci funkcji f,
jesli f(x) dane jest wzorem:

17. sgn(sinz) 18. {z}—({z})?

19. Dowies¢, ze réwnanie £ =5 ma co najmniej jedno rozwigzanie.
6. Pochodna funkcji.

Pojecia, fakty: pochodna funkcji, twierdzenie Rolle’a, twierdzenie
Lagrange’a, reguta de I’Hospitala, zastosowania pochodnych.

Umiejetno$ci: znajomosé definicji i interpretacji pochodnej funkcji
w punkcie; umiejetnos¢ obliczania pochodnej prostych funkcji z defini-
cji oraz wyznaczania punktéw rézniczkowalnosci i nierézniczkowalno-
Sci funkcji; znajomosé pochodnych podstawowych funkcji; znajomosé i
umiejetnos¢ stosowania wzorow na oblicznie pochodnej sumy, réznicy,
iloczynu, ilorazu, ztozenia, potegi, znajomos¢ i rozumienie sformutowa-
nia twierdzen Rolle’a i Lagrange’a, znajomos¢ i umiejetno$¢ zastosowa-
nia reguty de I’Hospitala do obliczania granic funkcji, znajomo$¢ i umie-
jetnoé¢ postugowania sie pojeciami: pochodne jednostronne, pochodne
wyzszych rzedéw, wypuktoéé funkceji, punkt przegiecia, asymptoty; zna-
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jomos§¢ warunkéw koniecznych i dostatecznych na ekstrema, umiejetnosc
znajdowania najmniejszej i najwiekszej wartosci funkcji cigglej na prze-
dziale domknietym przu pomocy rachunku rézniczkowego (takze przy-
ktady, w ktérych funkcja ma punkty nierézniczkowalnosci).

Przykladowe zadania:

20. Niech f(z)=z°. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzié
wzor na f'(z).

Znalez¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji okreslonej podanym
wzorem w podanym przedziale
21. |22 —1|+3z , [-2,2]
22. Inz— & | [1,€]

e’ —1
23. Niech f(z)=4 cosz—1
A dla z=0

Dla ktérego A istnieje f'(0) i ile jest réwna?

dla z#0

7. Szeregi potegowe, wzoér Taylora.

Pojecia, fakty: szereg potegowy, promien i przedziat zbieznosci sze-
regu potegowego, wzér Taylora.

UmiejetnosSci: umiejetno$¢ wyznaczania przedziatu zbieznosci;
znajomos¢ wzoru Taylora i rozwinie¢ w szereg potegowy podstawowych
funkcji; umiejetnos¢ stosowania wzoru Taylora do obliczen przyblizo-
nych.

Przykladowe zadania:

Wyznaczy¢ przedzialty zbieznosci nastepujacych szeregéw potego-

wych
00 2n—|—7x6n

24. > 7n

e 2 3
25. ) 10" z"
n=1
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Obliczy¢ przyblizone wartosci nastepujacych liczb korzystajac z
trzech wyrazéw (zerowego, pierwszego i drugiego) odpowiednio dobra-
nego szeregu Taylora. Oszacowa¢ blad przyblizenia.

26. /24 27. sing;
8. Calka nieoznaczona.

Pojecia, fakty: funkcja pierwotna, catkowanie przez czesci i przez
podstawienie, utamki proste.

Umiejetnosci: obliczanie catek z wykorzystaniem podstawowych
metod: catkowanie przez czeSci, przez podstawienie, catkowanie funk-
cji wymiernych.

Przykladowe zadania:

Obliczy¢ / f(z)dz, jesli f(x) dana jest wzorem:

28. zsin2z  29. €’ cos3x

522 —12
30. si 31.
siny/z (22— 61+ 13)?

9. Caltka oznaczona.

Pojecia, fakty: catka oznaczona, podzialy przedziatu.

Umiejetnosci: umiejetnosc obliczania catki prostych funkcji z defi-
nicji, zastosowanie do obliczania pdl figur ptaskich.

Przykladowe zadania:

Obliczy¢ calki

2 6
32. [, 33. [|sinz|dz
0

| Ttz

34. Obliczy¢ pole figury ograniczonej parabola o réwnaniu y =22 i
prosta y =z +2.

10. Calki niewlasciwe.

Pojecia, fakty: catka niewtaSciwa, zbiezno$c i rozbieznosc catek nie-
wlasciwych, kryterium poréwnawcze, zbiezno$¢ bezwzgledna calek nie-
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wlasciwych, kryterium catkowe zbieznosci szeregéw.

UmiejetnoSci: umiejetnosc rozstrzygania zbieznosci oraz obliczania
prostych calek zbieznych, rozumienie kryterium catkowego, rozumienie
podobienstw i réznic miedzy catkami niewtasciwymi i szeregami liczbo-
wymi.

Przykladowe zadania:

Zbadacé zbiezno$¢ catek niewlasciwych

T_d
35. vlfzz—ksaicn?x
00 . 4
36. bfm%dx
11. Funkcje wielu zmiennych.

Pojecia, fakty: funkcje wielu zmiennych, granica i ciagglos¢, pochod-
na czastkowa, gradient, punkty krytyczne, ekstrema warunkowe.
Umiejetnosci: umiejetnosc rozstrzygania cigglosci i istnienia grani-
cy w prostych przypadkach, umiejetnosé obliczania pochodnych czastko-
wych, wyznaczania ekstreméw warunkowych w prostych przypadkach
(okrag na plaszczyznie lub w przestrzeni, sfera).
Przykladowe zadania:
37. Rozstrzygna¢ istnienie granicy ll_I)I(l) % Jesli granica istnieje,
—0
wyznaczy¢ jej wartosc. ’
Zbadac ciggtos¢ funkcji dwéch zmiennych - okresli¢, w ktérych punk-
tach funkcje sg ciggle, a w ktérych nieciggle
22—9y? dla z>y
38. f(z.y) _{ z—y dla z<y
lz| dla y>z?
39. f(z,y)= =z dla y=2z?
y dla y<a?
40. Obliczy¢ wszystkie pochodne czgstkowe rzedu 1 funkcji
f(z,y,2) =27y + ze™.
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Znalez¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji na zbiorze zdefinio-
wanym podanymi warunkami
41. f(z,y)=z+y , 922 +4y* =36
42. f(z,y,2)=z—y+z,2°+1y*+2°=1
43. f(z,y,2) =22+ v +ay+2% , 22+’ + 22 =1liz+y+z=1

12. Calki wielokrotne.

Pojecia, fakty: catki wielokrotne, twierdzenie o réwnosci calek ite-
rowanych, zmiana zmiennych catkowania, wspoélrzedne biegunowe.

Umiejetnosci: umiejetnosé¢ obliczania catek wielokrotnych, takze z
zastosowaniem wspoétrzednych biegunowych, zastosowanie catek wielo-
krotnych do obliczania pél i objetosci.

Przykladowe zadania:

Dokonaé¢ zmiany kolejnosci catkowania. Obliczy¢ obydwie calki i po-
rowna¢ wyniki

3VY 2y
44. [ [ 23dxdy 45. [[zydxdy
20 11

46. Obliczy¢ we wspotrzednych biegunowych catke
3 V9—1x2

/ |z +y|dydz.
0 e

Algebra.
1. Grupy.

Pojecia, fakty: wlasnosci dziatan w grupie, podgrupy, homomorfi-
zmy (izomorfizmy) grup, warstwy, dzielnik normalny, grupa ilorazowa

UmiejetnoSci: umiejetnosé ilustrowania abstrakcyjnych definicji
przyktadami: grupy liczbowe (tzn. (Z,+), (Q,-)), grupy permutacji, gru-
pa pierwiastkow z jednosci.

10



Egzamin dyplomowy (czesé¢ I)

Przykladowe zadania:
1. Czy zbiér liczb niewymiernych z dodawaniem tworzy grupe?

2. Udowodni¢, ze grupa, ktérej kazdy element spelnia réwnanie a? = e
jest abelowa.

3. Wykaza¢, ze zbiér permutacji S3 jest izomorficzny z grupa izome-
trii tréjkata réwnobocznego.

4. Ktére z nastepujacych permutacji zbioru {1,2,3,4} sa parzyste:
a) (1,2,4,3), b) (4,3,2,1), ¢) (2,1,4,3).

5. Sprawdzi¢, czy dana funkcja jest homomorfizmem grup:

a) :(C,r) = (R,), w(z)=lz;  b) o:(R,+) = R,+), ¢(a)=
oa.

2. Pierscienie.

Pojecia, fakty: pierScienie Z,, i Z[+/a], idealy, piericien ilorazowy,
pierécien wielomianéw, stopnie wielomianéw i pierwiastki wielomianow,
nieprzywiedlnos¢ wielomianéw, twierdzenie Bézouta, wzory Viety.

Umiejetnosci: Umiejetnos¢ roztozenia nad Z, Q. R konkretnego
wielomianu malego stopnia. Znajdowanie NW D przy pomocy algoryt-
mu Euklidesa.

Przykladowe zadania:

6. Ktére z ponizszych zbioréw z dziataniami sg pier§cieniami. Czy sa
to pierScienie przemienne i czy maja jedynke?
a) Zbiér wszystkich funkcji ciaglych z przedziatu [0,1] w zbiér liczb
rzeczywistych z dzialaniami dodawania i mnozenia funkcji.
b) Zbiér wszystkich ciaggéw nieskoriczonych o wyrazach rzeczywistych
z dodawaniem i mnozeniem ciaggow.
¢) Z,, z dodawaniem i mnozeniem modulo n.

7. Dowies¢, ze pierScien liczb catkowitych Gaussa Z[v/—1] jest pier-
$cieniem euklidesowym wzgledem normy N (a+ bi) = a? + b2

8. Korzystajac z algorytmu Euklidesa w pierscieniu Z obliczy¢

11
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NW D(5166,2499), a nastepnie liczbe NW D(5166,2499) przedstawi¢
w postaci 5166z + 2499y, gdzie x,y € Z.

9. Dane sa wielomiany f,g € Q[z]: f(z)=a*+22% —2*— 4z —2,
g(z) =2*+ 2% — 2% — 22 — 2. Znalez¢ takie wielomiany p,q € Q[z], ze
fp+99=NWD(f,g).

3. Ciala.

Pojecia, fakty: cialo liczb zespolonych, ciala proste, rozszerzenia
cial - elementy algebraiczne.

Umiejetnosci: znajomosc przyktadéw cial; konstrukcja liczb zespo-
lonych, interpretacja geometryczna liczb zespolonych, posta¢ trygono-
metryczna liczby zespolonej.

Przykladowe zadania:

10. Dowiesé, ze zbiér {a+bv/2: a,b€ Q} ze zwyklym dodawaniem i
mnozeniem jest ciatem.

11. Udowodnié, ze pierscienie Zs i Z; sa cialami, a pierScienie Zg i
Zy4 nie sa ciatami.

12. Udowodnié, ze liczba v/241/3 jest algebraiczna.

13. Rozwigzaé w liczbach zespolonych réwnanie 2%+ 22 —2=0.
4. Przestrzenie liniowe nad R.

Pojecia, fakty: podprzestrzenie liniowe, liniowa kombinacja wekto-
row, niezaleznos¢ wektoréow, wymiar przestrzeni liniowej, wspotrzedne
wektora w bazie, przeksztalcenie liniowe, macierz przeksztalcenia w ba-
zach, jadro, obraz i rzad przeksztalcenia liniowego.

Umiejetnosci: umiejetnos¢ sprawdzania liniowej zalezno$ci/nieza-
leznosci wektorow, umiejetndsé ilustrowania przyktadami poje¢ wymie-
nionych powyzej, umiejetno$¢ wyznaczania jadra, obrazu i rzedu prze-
kszttacenia liniowego.

12
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Przykladowe zadania:

14. Rozpatrujemy ciato R jako przestrzen liniowa nad cialem Q. Do-
wiesé, ze kazdy z uktadéw {v/2,v/3} i {1,/3,/5} jest liniowo niezalezny
i ze uklad {\/5, \/3,2\/3} jest liniowo zalezny.

15. Czy uklad {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} jest bazy przestrzeni R*?

16. Znalez¢ takie wartoéci parametru a, by wektory (a,1,0), (1,a,3),
(a,1,1) nalezace do R® byty liniowo zalezne.

17. Znalezé bazy obrazu i jadra przeksztalcenia liniowego ¢ : R* — R?
okreslonego wzorem

o((x1,22,23)) = (1 + 229 — T3, T1+ T2+ 223, 221+ 322+ T3).

18. Znalezé wspéirzedne wektora (1,1,1,1) w bazie przestrzeni R*
ztozonej z wektoréw: (1,0,1,1), (1,0,1,4), (1,0,—1,0), (0,1,0,0).

5. Macierze i wyznaczniki, uklady réwnan linio-
wych.

Pojecia, fakty: algebra macierzy; rzad macierzy; wyznacznik, roz-
winiecie Laplace’a, macierz odwrotna, wielomian charakterystyczny, u-
ktady cramerowskie, twierdzenie Kroneckera-Cappellego, metoda elimi-
nacji Gaussa, uktady jednorodne.

Umiejetnos$ci: umiejetnos¢ wykonywania dzialan na macierzach,
wyznaczanie rzedu macierzy, obliczanie wyznacznikéw i znajdowanie
macierzy odwrotnej, umiejetnos¢ rozwigzywania uktadéw réwnan linio-
wych co najmniej dwoma metodami: metoda eliminacji Gaussa oraz
przy pomocy wzoréw Cramera.

Przykladowe zadania:

19. Obliczy¢ rzedy macierzy

13
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20. Znalez¢ macierz odwrotna do macierzy

1 01
010
0 01

21. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n mamy
1 a)\" (1 na
01 ~\0 1 )

22. Rozwiaza¢ uklad réwnan metoda eliminacji Gaussa:

T1+3xo+2x3=1, 4dx1+2x2+3x3=3, 2214215+ 313=4.

6. Przestrzenie euklidesowe.

Pojecia, fakty: iloczyn skalarny, norma wektora i nieréwnos¢ troj-

kata, bazy ortogonalne i ortonormalne; przeksztatcenia liniowe i izome-
trie liniowe przestrzeni euklidesowych; wektory wtasne i wartosci wtasne
odwzorowan liniowych.

Umiejetnosci: umiejetnosé¢ znajdowania wektorow wtasnych i war-

tosci wlasnych odwzorowan liniowych; znajomo$¢ przyktadow i wlasno-
$ci izometrii liniowych przestrzeni E? i E3.

Przykladowe zadania:

23. Niech P: E? — E? oznacza rzut prostopadly na prosta o réwna-

niu 2z + 3y = 0. Wyprowadzi¢ wzér na P(z,y).

24. Wyznaczy¢ wartoSci wlasne i odpowiadajace im wektory wlasne

nastepujacych macierzy:
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(G Ga) (2)



Egzamin dyplomowy (czesé¢ I)

Rachunek Prawdopodobienstwa.

1. Prawdopodobienstwo z uzyciem kombinatory-
ki.

Pojecia, fakty: permutacje, kombinacje, wariacje, wzér dwumiano-
wy, wzor wielomianowy, model urnowy

Umiejetnosci: wyliczanie prawdopodobienstw z uzyciem kombina-
toryki jako ilorazu ilo$ci zdarzen sprzyjajacych do mozliwych.

Przykladowe zadania:

1. Rzucamy kostkami zielong i czerwong. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze wynik na czerwonej jest wiekszy niz na zielonej?

2. Wyprodukowano 10000 zaréwek, w tym 20 wadliwych. Testujemy
niezaleznie 100 zarowek. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze 99 testowa-
nych zaréwek jest dobrych?

3. Samuel Pepys napisal do Isaaca Newtona : co jest bardziej praw-
dopodobne (a) jedna 6 w 6 rzutach kostka (b), czy dwie 6 w 12 rzutach?
Obliczy¢ te prawdopodobienstwa.

4. Przypusémy, ze kostka do gry ma 1 na trzech Scianach, 2 na dwoch
Scianach i 3 na jednej Scianie. Rzucamy taka kostka 10 razy. Wyliczy¢
prawdopodobienstwo uzyskania 5 razy 1, 3 razy 2 i 2 razy 3.

2. Prawdopodobienstwo warunkowe, niezalez-

nosc.

Pojecia, fakty: prawdopodobienstwo sumy zdarzen, nieréwnosci
Bonferroniego, niezalezno$¢ zdarzen parami, niezaleznos¢ ciagu zdarzen,
schemat Bernoulliego, wzér na prawdopodobienstwo caltkowite, wzor
Bayesa.

UmiejetnoS$ci: umiejetnos¢ wykorzystania warunku niezaleznosci
do oblicznia prawdopodobienstw, umiejetno$¢ zastosowania wzoru na
prawdopodobienstwo catkowite i wzoru Bayesa.
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Przykladowe zadania:

5. Dane sg dwa pudetka. W jednym pudetku znajduje sie jedna kula
biala i jedna czarna. W drugim dwie czarne kule i jedna biata. Wybie-
ramy losowo pudetko i z wybranego pudetka wybieramy losowo kule.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wybrana kula bedzie czarna?

6. Niech A, B,C oznaczaja odpowiednio zdarzenia: Ala i Basia maja
urodziny tego samego dnia; Basia i Kasia maja urodziny tego samego
dnia; Kasia i Ala maja urodziny tego samego dnia. Dowies¢, ze A, B,C
sg niezalezne parami, nie sg jednak niezalezne jako ciag zdarzen.

7. Rzucamy (niezaleznie) symetryczna kostka do chwili uzyskania 6.
Niech N oznacza ilo$¢ potrzebnych rzutéw. Obliczyé P(N =3).

8. Powtarzamy rzuty kostka, do czasu uzyskania doktadnie 3 szdstek.
Jesli T jest liczba potrzebnych préb, obliczyé P(T =6).

3. Zmienne losowe.

Pojecia, fakty: funkcja prawdopodobienstwa zmiennej (Poissona,
dwumianowa, geometryczna), dystrybuanta zmiennej losowej, gestosé
dystrybuanty (normalna, wykladnicza), mieszanki dystrybuant, rozkta-
dy laczne i brzegowe pary zmiennych losowych, rozklad sumy nieza-
leznych zmiennych losowych (splot).

Umiejetnosci: umiejetnosé liczenia rozkladéw brzegowych i warun-
kowych z rozkladu tacznego, umiejetnos¢ liczenia splotéw rozkladéw,
liczenie rozktadéw funkcji od zmiennych losowych.

Przykladowe zadania:

9. Zmienne X,Y maja taczny rozkiad zadany tabela

X\Y[ 1] 2] 3
0 |0.01]0.04]0.05
1 |0.03]0.040.03
2
3

0.12 | 0.16 | 0.12
0.04 | 0.16 | 0.20
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Obliczy¢ P(X =2|Y >2).

10. Niech X bedzie zmienng o rozkladzie wyktadniczym o gesto-
Sci f(z)=3e73% 1 >0 oraz ¢(z) =z?. Obliczy¢ dystrybuante i gestosé
zmiennej ¥ (X).

11. Niech X,Y beda wspolrzednymi punktu wylosowanego na plasz-
czyznie. Zaktadajac, ze X i Y sa niezalezne o rozktadach normalnych
N(0,1), znalez¢ prawdopodobienstwo, ze punkt znajduje sie w kole jed-
nostkowym, tzn., P((X2+Y?2)2 <1).

4. Wartosé¢ oczekiwana.

Pojecia, fakty: momenty zmiennej losowej, wariancja, odchylenie
standardowe, mediana, funkcja tworzaca, funkcja tworzaca momenty,
kowariancja

UmiejetnoSci: liczenie wartosci oczekiwanej, wariancji, kowariancji
znajdowanie momentow przy uzyciu funkcji tworzacych

Przykladowe zadania:

12. Zmienne X,Y maja laczny rozkiad zadany tabela

X\Y[ 1] 2] 3
0 |0.02][0.04]004
1 003004003
2 0.12]0.16 | 0.12
3 [0.040.16 | 0.20

Obliczy¢ EX, EY oraz VarX i VarY.

13. Z urny zawierajacej 3 kul czarnych, 4 czerwonych, 3 biatych,
wyciggamy 3 kule. Niech U oznacza liczbe wyciggnietych kul czarnych,
V liczbe kul czerwonych. Znalezé Cov(U,V).

14. Niech X1, Xy,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o rozkladzie jednostajnym na (0,1) oraz N niezalezna od tego ciagu

k—
zmienng losowy, o rozkladzie P(N=k)=3 (%)( 1), k=1,2,.... Obli-

czy¢ warto$¢ oczekiwang i wariancje zmiennej ¥ = X;+---+ Xy.
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5. Twierdzenia graniczne.

Pojecia, fakty: przyblizenie rozkladu dwumianowego rozkladem
Poissona, nieréwnos$¢ Czebyszewa, stabe Prawo Wielkich Liczb, mocne
Prawo Wielkich Liczb, Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG).

Umiejetnosci: zastosowanie twierdzen granicznych do przyblizania
wartosci $redniej oraz do znajdowania przyblizonych wartosci rozktadu
sum niezaleznych zmiennych losowych.

Przykladowe zadania:

15. Dla zmiennej S o rozkladzie dwumianowym z parametrami
n=12ip= 31—6 znalez¢ wartosé przyblizona P(S =5), uzywajac rozktadu
Poissona.

16. Gramy rzucajac kostka, stawiamy na parzyste 81 razy, wygry-
wajac lub przegrywajac za kazdym razem 1 zi. Jakie jest prawdopodo-
biestwo, ze saldo gry bedzie dodatnie po 81 grach? Uzywajac CTG i
tablic rozktadu normalnego poda¢ warto$¢ przyblizong tego prawdopo-
dobienstwa.

17. Wykonujemy kolejne, niezalezne rzuty moneta symetryczna.
Niech X; =1 jesli wypada orzel, X; =0, jesli wypada reszka, i =1,.... Ile
razy nalezaloby rzuci¢, aby z nieréwnosci Czebyszewa wywnioskowaé, ze
prawdopodobienstwo tego, ze $rednia arytmetyczna w rozni sie
od 0.5 o wiecej niz 0.01 jest mniejsze lub réwne od 4%?
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Zakres egzaminu dyplomowego (czesé II).

Specjalnosé nauczycielska.

Komisja Egzaminéw Dyplomowych ustala, ze w roku akademic-
kim 2001/2002 egzamin dyplomowy (cze$é 11, dla specjalnosci nauczy-
cielskiej) dotyczy¢ bedzie nizej wymienionych zagadnien:

1. Statystyka.

Pojecia, fakty: estymacje punktowe i przedziatowe, testowanie hi-
potez w rozkladzie normalnym, test x? zgodnosci

Przykladowe zadania:

1. W celu sprawdzenia, czy pewna kostka do gry jest symetryczna,
rzucono ja 100 razy i otrzymano nastepujace wyniki:

liczba oczek 1121314516
liczba rzutéw | 10 | 8 | 15 | 24 | 18 | 25

Sprawdzi¢ hipoteze, ze kostka jest symetryczna.

2. W sondazu przedwyborczym wrzieto udzial 1600 respondentéw.
Sposrod nich 800 oséb oswiadezylo, ze bedzie glosowaé na partie ”X”.
Oszacowaé na poziomie ufnosci 95% przedzial ufnosci dla prawdopodo-
bienstwa poparcia tej partii wsréd wszystkich wyborcéw.

'W tym roku pomienieto tematyke z wyktadéw: Analiza 4, Podstawy geometrii
1 geometria nieevklidesowa, Wstep do topologii i Logika. Jednak pewne zagadnienia
z tych przedmiotéw moga pojawié sie na egzaminie o ile s3 ”jezykiem” wyslawiania
zadan z innych wyktadéw; np.:

0. Ktére ze zdan definiuje liczbe pierwsza p w zbiorze liczb naturalnych?
a)p>1 A (VaVb(a-b=p=(a=1Vb=1)))
b) p>1 A (VaVb(a-b=p= (a=pVb=D)))
c)p>1 A (Va(3b(a-b=p))=(a=1Va=p))
d)p>1 A =((Fa) (3) (a-b=pAa>1Ab>1))
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2. Roéwnania rozniczkowe.

Pojecia, fakty: proste zastosowania rownan rozniczkowych zwy-
czajnych, réwnania liniowe drugiego rzedu, uktady réwnan rézniczko-
wych liniowych, metoda przyblizona Eulera

Przykladowe zadania:

3. Wiadomo, ze szybko§¢ zmian temperatury danego cialta jest pro-
porcjonalna do réznicy miedzy temperaturg tego ciala i temperatury
otoczenia. Zaktadamy, ze S(0) =100°C w temperaturze otoczenia 20°C.
Po dziesieciu minutach temperatura ciata wynosi 60°C'. Po ilu minutach
cialo bedzie mialo temperature 25°C'?

4. Rozwigzaé réwnanie y” +4y' + 5y = 0 przy warunku poczgtkowym
y(0) =-3,%'(0)=0.
5. Znalez¢ rozwiazanie (z(t),y(t)) zagadnienia:

dx dy
=y, o =2r—y, z(0)=y(0)=1.

6. Rozwazmy zagadnienie: y' =1+t —y, y(0) =0 . Uzywajac metody

Eulera (yx11=yk+hf(tx,yx) ) z krokiem h =0,1 wyznaczy¢ przyblizona
wartos¢ rozwigzania dla ¢ = 1.

3. Arytmetyka i teoria liczb.

Pojecia, fakty: uklady pozycyjne, rozwiniecia dziesietne, indukcja,
utamki tancuchowe, kongruencje, réwnania diofantyczne, tw. Eulera:
(a,n) =1=>a*™ =1 (modn), liczby pierwsze

Przykladowe zadania:

7. Poda¢ rozwiniecie dziesietne (wskazujac okres) liczby:
a) 1,23(574) +2,(6878), b) 1,23(574) —2,(6878), c) 1,23(574)-1—13—1 - %

8. Znalezé dwie cyfry po przecinku rozwiniecia dwéjkowego /3.
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9. Czy 7' =5 (mod 27) ?

10. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania 2x+ 7y =10 w liczbach
catkowitych.

11. Uzasadnié, ze jesli 1-2-...-(p—1)=—1(modp) i p>1, to p jest
liczba pierwsza.

12. Ile dzielnikéw naturalnych ma liczba
a) 11-13-17-19 b) 2'.33.517.719 ¢) 120°-98

13. Uzasadnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje liczba
pierwsza p wieksza od n i mniejsza od n".
(Wskazdéwka: skorzystaé z idei dowodu Euklidesa twierdzenia o tym, ze
liczb pierwszych jest nieskoniczenie wiele.)

14. Tle jest utamk6w nieskracalnych postaci 1545, gdzie 1 <n < 10007

15. Uzasadni¢ niewymiernoscé liczby

B 1
= 1

21—
1
A

24+ ——
3+...

Czy jest to liczba algebraiczna?

4. Geometria elementarna I, II. Konstrukcje geo-
metryczne.

Pojecia, fakty: elementarne wlasnosci tréjkatéw, wielokatow, tw.
Cevy, locus, klasyfikacja izometrii i podobienstw ptlaszczyzny, stozko-
we, wielo$ciany platonskie, archimedesowskie, podstawowe konstrukcje
platonskie

Przykladowe zadania:

16. Uzasadnié, ze jesli czworokat ABCD jest wpisany w okrag, to
AB-CD+BC-DA=AC-BD.
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17. W pewnej izometrii ptaszczyzny obrazem punktu A= (1,2) jest
punkt A'=(5,8), punktu B = (3,0) — punkt B'=(3,10), a punktu
C'=(0,0) — punkt C"=(6,10).

a) Przedstawié te izometrie jako ztozenie symetrii osiowych.
b) Podaé opis tej izometrii jako przeksztalcenia w zbiorze liczb zespo-
lonych.

18. Niech A bedzie punktem paraboli o ognisku O i kierownicy k.
Niech ¢ oznacza symetralng odcinka OA’, gdzie A’ jest rzutem prosto-
katnym punktu A na prosta k. Uzasadni¢, ze parabola zawarta jest w
polptaszczyznie wyznaczonej przez prosta £ i punkt O.

19. Poda¢ konstrukcje dziesieciokata foremnego.

20. Zakladajac, ze dane sg odcinki o dtugosciach a, b i ¢ oraz odcinek
jednostkowy poda¢ konstrukcje odcinka o dlugosci “—C” ++vbe+1.

21. Niech dany bedzie okrag o(S,r) i punkt A lezacy wewnatrz tego
okregu. Znalez¢ miejsce geometryczne punktéw X takich, ze odleglos¢
AX jest rowna odleglosci punktu X od danego okregu.

(Podaé réwniez rozwiazanie analityczne.)

22. Uzasadnié (korzystajac ze wzoru Eulera), ze nie istnieje wielo-
Scian wypukly, ktérego kazda $ciana jest siedmiokgtem.
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Specjalnosé teoretyczna.

1. Algebra.

Pojecia, fakty: przestrzenie liniowe, baza i wymiar, odwzorowanie
liniowe, funkcjonalty i formy kwadratowe, formy hermitowskie, twier-
dzenie Sylvestera, przestrzenie unitarne, endomorfizmy samosprzezo-
ne, wartosci i wektory wtasne, diagonalizacja, grupy pierécienie i ciata,
podgrupy i twierdzenie Lagrange’a, podgrupy normalne i idealy, grupy
i pierScienie ilorazowe, homomorfizmy, centrum, komutant, struktura
grup abelowych skonczenie generowalnych, pierScien liczb catkowitych
i pierScienie wielomianéw jednej zmiennej, algorytm Euklidesa i teoria
podzielno$ci w pierScieniach euklidesowych, ciata proste.

Przykladowe zadania:

1. Poda¢ przyktady czterech parami nieizomorficznych grup rzedu 8
wraz z uzasadnieniem ich nieizomorficznosci.

2. Zmnalez¢ centrum w grupie nieosobliwych macierzy rzeczywistych
2x2.

3. Znalez¢ baze ortonormalng w przestrzeni P,[—1,1] wielomianéw
rzeczywistych stopnia < 2 na przedziale [—1,1], z iloczynem skalarnym
{f1,f2) = J*, fi(z) fo(x)dz. Podaé przyktad jakiegoé unitarnego automo-
rfizmu tej przestrzeni.

4. Uzasadnié, ze podzbidér I, w pierScieniu funkcji ciagtych C0,1]
skladajacy sie z wszystkich funkcji f zerujacych sie w punkcie z € [0,1],
jest idealem maksymalnym w tym pierscieniu.

5. Podaé definicje najwiekszego wspdlnego dzielnika w dowolnym
pierScieniu. Z jaka dokladnoScig jest on okreSlony? Uzasadnié, ze jesli
elementy a,b maja najwiekszy wspolny dzielnik, to maja go tez elementy
a,a+b.
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2. Analiza wielu zmiennych i rozmaitosci ré6znicz-
kowalne.

Pojecia, fakty: pochodne czastkowe i rézniczka funkcji wielu zmien-
nych, twierdzenia o funkcji uwikltanej i o rzedzie, ekstrema funkcji wielu
zmiennych, ekstrema warunkowe, calka wielowymiarowa i catka wielo-
krotna, zamiana zmiennych, réwnania parametryczne krzywych i po-
wierzchni, calki powierzchniowe i twierdzenie Greena, dtugos$¢ i krzy-
wizna krzywej, pole powierzchni, rozmaitosci, funkcje i odwzorowania
gladkie na rozmaitosciach, dyfeomorfizmy, podrozmaitosci, wigzka sty-
czna, metryka Riemanna i dtugo$¢ krzywej na rozmaitosci.

Przykladowe zadania:

6. Wsrdd tréjkatow o ustalonym polu powierzchni znalezé ten, ktéry
ma najmniejszy obwdd.

7. Dana jest krzywa regularna v : (a,b) — R? oraz punkt A nie lezacy
na tej krzywej. Uzasadnié, ze jesli v(to) jest punktem tej krzywej leza-
cym najblizej punktu A, to odcinek Av(to) jest prostopadly do stycznej
krzywej v w punkcie y(tp).

8. Niech X bedzie polem wektorowym na R? réwnym gradiento-
wi rézniczkowalnej funkcji f:R% — R, i niech v(¢) bedzie rozwigzaniem
réwnania rézniczkowego 7'(t) = X (y(t)) z warunkiem poczatkowym
7(0) = (z0,%0) € R®. Uzasadnié, ze dla dowolnego ¢ z przedziatu okreslo-
noéci rozwiazania vy zachodzi réwnos$¢ f(y(t)) = f(xo,y0) +t.

9. Obliczy¢ pole odcinka sfery o promieniu r zawartego pomiedzy
pewng ptaszczyzng styczng do tej sfery a rownolegla do niej ptaszczyzna
lezaca po tej samej stronie, co sfera, w odlegtosci d < r od tej plaszczyzny
stycznej.

3. Analiza funkcjonalna.

Pojecia, fakty: normy, normy w przestrzeniach funkcyjnych, opera-
tory liniowe ograniczone, przestrzen Banacha, twierdzenie o operatorze
odwrotnym, twierdzenie Banacha-Steinhausa, funkcjonaty, twierdzenie
Hahna-Banacha, przestrzenie Hilberta, ortogonalno$¢, twierdzenie Rie-
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sza o funkcjonale.
Przykladowe zadania:

10. Znalez¢ wzorem izomorfizm przestrzeni Hilberta L2[0,1] i L?[0,2].
Znalez¢ tez wzorem izometrig przestrzeni Hilberta L?[0,1] na swdj wta-
Sciwy podzbidr.

11. Poda¢ wraz z uzasadnieniem przyklad operatora ograniczonego
na przestrzeni Hilberta, ktérego obraz nie jest podprzestrzenig domknie-

tg.

12. Uzasadnié, ze jezeli ztozenie dwéch operatoréw ograniczonych
na przestrzeni Banacha jest operatorem odwracalnym, to kazdy ze skta-
dowych operatorow jest odwracalny.

4. Calculus 1 ro6wnania rozniczkowe.

Pojecia, fakty: kresy zbioréw, zbieznos¢ ciagéw i szeregéw, zbiez-
nos¢ warunkowa, zbiezno$¢ bezwzgledna, granice gérne i dolne, ciagi
i szeregi funkcyjne, zbiezno$¢ jednostajna, pochodna i wzér Taylora,
szeregi potegowe, catka, twierdzenie Stone’a-Weierstarassa, rownania
rozniczkowe zwyczajne w dowolnym wymiarze, istnienie i jednoznacz-
nos¢ rozwiazan, gtadka zaleznos¢ od warunkéw poczatkowych oraz od
parametréow, przedtuzalno$é rozwigzan, réwnania zwyczajne liniowe o
statych wspélczynnikach, réwnania rézniczkowe czastkowe: réwnanie fa-
lowe (konstrukcja rozwiazania ogélnego, rozwiazanie zagadnienia po-
czatkowego), réwnanie ciepta, metoda Fouriera rozdzielania zmiennych.

Przykladowe zadania:

13. Uzasadnié, ze jedli ciag dodatni (a,) monotonicznie zbiega do
zera, to szereg naprzemienny > (—1)"a, jest zbiezny.

14. Uzasadnié, ze podzbioér funkcji kawatkami liniowych jest gesty w
przestrzeni funkcji ciagltych C0,1] z metryka jednostajna.

15. Postugujac sie wzorem Taylora i szacujac w nim reszte znalezé
przyblizenie liczby In2 z doktadnoscia 1/10.

16. Podaé przyklad ciaglego pola wektorowego na R?, ktérego tra-
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jektorie nie sg okre$lone dla kazdego t € R, oraz takiego, dla ktérego
trajektorie wychodzace z ustalonego punktu nie sa jednoznaczne.

17. Rozwazmy teoretyczny model, w ktérym ciato opadajace swo-
bodnie w wodzie podlega tarciu proporcjonalnemu do predkosci opada-
nia. Utozy¢ i rozwigza¢ réwnanie rézniczkowe dajace opis ruchu takiego
ciala.

18. We wspélrzednych geograficznych na sferze znalezé réwnanie
linii przecinajacej potudniki pod statym katem.

19. Rozdzielajac zmienne rozwigzaé réwnanie tu; = Uy, +2u z wa-
runkami brzegowymi u(0,t) = u(w,t) = 0. Udowodnié, ze rGwnanie to ma
nieskonczenie wiele rozwigzan spekiajacych warunek poczatkowy
u(z,0) =0.

Takze zadania z rownan rézniczkowych dla sekcji zastosowan.

5. Funkcje rzeczywiste i funkcje analityczne.

Pojecia, fakty: o-ciala, miara Lebesgue’a, funkcje mierzalne, catka
Lebesgue’a, twierdzenia o przechodzeniu do granicy pod catka, miary
produktowe, twierdzenie Fubiniego, réwnania Cauchy-Riemanna, cal-
ki zespolone, wzor Cauchy’ego, rozwijanie w szereg potegowy, funkcje
catkowite, zasada maksimum, bieguny i residua.

Przykladowe zadania:

20. Poda¢ wraz z uzasadnieniem przyklad nieprzeliczalnego zbioru
miary zero na prostej rzeczywiste;j.

21. Uzasadnié, ze obraz rézniczkowalnej krzywej regularnej w R?
(tzn. takiej, ktérej wektor styczny w kazdym punkcie jest niezerowy)
ma miare zero.

22. Niech €2 bedzie otwartym obszarem w C, za$ f:{2— C niech
bedzie réznowartosciows funkcja holomorficzng taka, ze f'(z)#0 dla
kazdego z € Q). Uzasadnié, ze miara Lebesgue’a zbioru f(Q2) wyraza sie
wzorem

FQ)1= [ 17() Pdzdy,

26



Egzamin dyplomowy (teoretyczna)

gdzie z =z +1y.

23. Uzasadni¢, ze miejsca zerowe funkcji analitycznej f, nie réwnej
tozsamosciowo zeru, s3 punktami izolowanymi.

24. Uzasadnic, ze jesli f:Q — C jest funkcjg analityczng taka, ze
f'(2) #0 dla kazdego z €%, to obraz f(U) dowolnego otwartego pod-
zbioru U C () jest zbiorem otwartym.

6. Rachunek prawdopodobienstwa.

Pojecia, fakty: prawdopodobienstwo z uzyciem kombinatoryki,
schemat Bernoulliego, prawdopodobienstwo warunkowe, niezaleznosc,
zmienne losowe dyskretne i ciggle, warto$¢ oczekiwana, rozktady zmien-
nych losowych, momenty i wariancja, funkcja tworzaca, nieréwnos¢ Cze-
byszewa i stabe prawo wielkich liczb, centralne twierdzenie graniczne.

Przykladowe zadania:

25. Momenty przybycia autobuséw A i B s niezaleznymi zmiennymi
losowymi X i Y o rozkladach wyktadniczych z parametrami o i p.

(a) Znalez¢ rozklad momentu przybycia pierwszego autobusu.

(b) Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze autobus A przyjedzie pierwszy.

26. Udowodnic¢, ze jesli ciag zmiennych losowych X, jest zbiezny w
L2, to ciag X2 jest zbiezny w L.

27. Niech (Xj:k €N) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych loso-
wych o jednakowych rozktadach wyktadniczych.

(a) Znalez¢ rozklady zmiennych X; +...+ X,,, dla dowolnego n.

(b) Dla ustalonej liczby t > 0 rozwazmy zmienna losowa

Ny=max{n: X;+...+ X, <t}.
Znalez¢ rozktad zmiennej losowej NV;. Jaki to rozktad?

28. Udowodnié, ze jesli X, jest ciagiem zmiennych losowych o wspél-
nie ograniczonych wariancjach oraz o wspétczynnikach korelacji
p(X;,X;) =0, gdy |i—j| — 0o, to ciag ten spelnia stabe prawo wielkich
liczb.
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29. Rozwazmy ciag niezaleznych rzeczywistych zmiennych losowych
(X,) o érednich m,, i wariancjach o2 takich, ze 0 < a; <02 < ag,

0< b < E|Xp,—mp|><by

dla pewnych statych ai,a9,b1,02. Czy dla tego ciagu jest spelnione cen-
tralne twierdzenie graniczne?

7. Topologia i teoria mnogoSci.

Pojecia, fakty: relacje réwnowaznosci oraz czesciowego i liniowe-
go porzadku, moc zbioru, przeliczalno$¢ i moc continuum, dobre po-
rzadki i indukcja pozaskonczona, przestrzenie metryczne, odwzorowania,
ciagle, zupelnos¢, zwartosé, spojnosc, drogowa spdjnosé, osrodkowosc,
metryki réwnowazne, przestrzenie topologiczne, topologia produktowa,
topologia ilorazowa, topologia indukowana na podzbiér, homeomorfizm,
zbiory nigdziegeste i twierdzenie Baire’a.

Przykladowe zadania:

30. Uzasadnic¢, ze kazdy otwarty podzbior prostej rzeczywistej R jest
przeliczalng sumg otwartych parami roztacznych przedzialéw.

31. Uzasadnié, ze nastepujace przestrzenie topologiczne nie sg ho-
meomorficzne: [0,1], R, [0,1] x[0,1], S* ={(z,y) eR*: 22 +y? =1},
[0,1] x Q, zbiér Cantora, [0,1]\ Q.

32. Czy przestrzen C'[0,1] rézniczkowalnych w sposéb ciagty funkcji

rzeczywistych z norma || f|| =sup(|f|) +sup(|f’|) jest: zupelna, zwarta,
spdjna, osrodkowa? Odpowiedzi uzasadnic.

33. Na ptlaszczyznie dany jest ograniczony zbiér B zawierajacy przy-
najmniej dwa punkty. Uzasadni¢, ze wsrod kot domknietych zawieraja-
cych zbiér B istnieje kolo o najmniejszym promieniu, oraz ze koto o tej
wlasnosci jest jedyne.

34. Uzasadni¢, ze obraz rézniczkowalnej krzywej regularnej na plasz-
czyznie nie moze by¢ cala plaszczyzna. Zastosowac twierdzenie Baire’a.
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Specjalnos$é zastosowan.
1. Rownania rozniczkowe.

Pojecia, fakty: réwnanie rézniczkowe 1-go rzedu (jednorodne i nie-
jednorodne, zagadnienie Cauchy’ego, rownanie o zmiennych rozdzielo-
nych, numeryczna aproksymacja rozwigzan, schemat Eulera), rbwnania
liniowe drugiego rzedu (réwnaie liniowe o statych wspdtczynnikach, réw-
nanie charakterystyczne, metoda uzmienniania statej, transformata La-
place’a), uktad réwnan liniowych 1-go rzedu (konstrukcja bazy rozwig-
zari uktadu réwnari liniowych), réwnanie falowe (konstrukcja rozwigza-
nia ogdlnego, rozwigzanie zagadnienia poczgtkowego), réwnanie ciepla
(konstrukcja rozwigzania przy pomocy metody Fouriera rozdzielonych
zmiennych).

Przykladowe zadania:

1. Wiadomo, ze szybko$¢ zmian temperatury danego ciata jest pro-
porcjonalna do réznicy miedzy temperatura tego ciala i temperatura
otoczenia (prawo Newtona). Zakladamy, ze S(0) =100°C' w temperatu-
rze otoczenia 20°C'. Po dziesieciu minutach temperatura ciala wynosita
60°C'. Po ilu minutach ciato bedzie mialo temperature 25°C?

2. Rozwiaza¢ réwnania:

y'=(1+t)(1+y), y =€t

3. Znalez¢ rozwigzania nastepujacych zagadnien:

a) y'+y —10y =0, y(1)=5, y'(1)=2;

b) y"+y'+2y=0,  y(0)=1, y'(0)=-2;

4. Stosujac transformate Laplace’a znalezé rozwigzania nastepuja-
cych zagadnien:

a) y' =5y +4y=e*, y(0)=1, y'(0)=-1;

b) y"=3y'+2y=e"', y(0)=1, y'(0)=0;

5. Znalez¢ rozwigzania nastepujacych zagadnien:

a) ' =z+y, Yy =4zx+vy, z(0)=2, y(0)=3;

b) a'=3x—-2y, y'=dz—y,  2(0)=1, y(0)=5;
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2. Rachunek prawdopodobienstwa.

Pojecia, fakty: podstawowe pojecia i fakty z teorii miary (mia-
ra Lebesgue’a, catka Lebesgue’a, lemat Fatou, twierdzenie o zbiezno-
Sci zmagoryzowanej, twierdzenie o zbieznosci monotonicznej), rozktad
zmiennej losowej, gesto§¢ rozkladu, nieréwnosci zwigzane z momentami
(nierdwnosé Schwarza, nierdwnosé Jensena, nieréwno$é Czebyszewa,),
lemat Borela-Cantelliego, warunkowe prawdopodobienstwo i warunko-
wa wartos¢ oczekiwana wzgledem o—ciata, typy zbieznoSci zmiennych
losowych (zbieznosé prawie wszedzie, zbieznosé wedtug prawdopodobieri-
stwa, zbiezno$é wedtug momentdw, zbiezno$é wedtug rozktadu), funk-
cje charakterystyczne, twierdzenia graniczne (stabe prawo wielkich liczb,
mocne prawo wielkich liczb, centralne twierdzenie graniczne, twierdzenie
Poissona).

Przykladowe zadania:

6. Momenty przybycia autobuséw A i B s niezaleznymi zmiennymi
losowymi X, Y o rozktadach wyktadniczych z parametrami o i .

a) Znalez¢ rozklad momentu przybycia pierwszego autobusu.
b) Obliczyé¢ prawdopodobienstwo, ze autobus A przyjedzie pierwszy.
7. Udowodni¢, ze jesli ciag zmiennych losowych {/X,, }22, jest zbiez-
ny w L2, to ciag { X, }2, jest zbiezny w L.
8. Zmienna losowa X, ma rozktad Poissona z parametrem \. Zbadac,
dla A — oo, zbiezno$¢ wedhug rozktadu zmiennych losowych
XH—A
vouu

9. Udowodnié, ze jesli {X,,}22, jest ciagiem zmiennych losowych o
wspdlnie ograniczonych wariancjach Var(Xy)<C <oo n=1,2,... oraz
wspétczynnikach korelacji takich, ze p(X;,X;) —0, gdy |i—j| — oo to
{X,}2, speinia stabe prawo wielkich liczb.
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3. Statystyka matematyczna.

Pojecia, fakty: wektory losowe (dystrybuanty i gestosci wielowy-
miarowe, macierz kowariancyi, korelacja, wielowymiarowy rozktad nor-
malny), przestrzenie statystyczne i statystyki(przestrzen prob, statystyki
i tch rodziny rozktadow, rozktad empiryczny i dystrybuanta empiryczna,
charakterystyki probkowe, statystyki pozycyjne, rozktady asymptotyczne
statystyk), dostatecznosé i zupelmosé statystyk (kryterium faktoryzacyi,
wyktadnicze rodziny rozktadow, statystyki zupetne, twierdzenie Basu i
jego zastosowania), estymacja (metody estymacji, informacja Fishera,
estymatory nieobcigzone z minimalng wariancjg), testowanie hipotez
statystycznych (testy jednostajnie najmocniejsze, lemat Neymana-Pear-
sona, testy ilorazu wiarogodnosci, testy dla rozktadu normalnego, pro-
blem dwdch prob, testy zgodnosci, jednorodnosci i niezaleznosci, zbiory
ufnosci), problem dwéch préb (test Studenta i jego odmiana dla po-
réwnan parami, testy rangowe), testy rangowe jednorodnosci, symetrii,
niezaleznodci, testy zgodnosci (chi-kwadrat, Kotmogorowa-Smirnowa),
zbiory ufnosci, model liniowy Gaussa-Markowa, metoda najmniejszych
kwadratéw, analiza wariancji (klasyfikacja pojedyncza), Zagadnienie re-
gresji i korelacji (estymacja parametrow i testowanie hipotez, wspotczyn-
niki korelacji czqstkowej i wielokrotnej).

Przykladowe zadania:

10. Niech X = (X1, X5,...,X,,)" bedzie préba z rozkladu P ze skon-
czong wariancjg o2. Czy istnieje nieobcigzony estymator z jednostajnie
minimalng wariancjg dla dyspersji o, gdy P jest rozktadem:

a) zero-jedynkowym b(1,p), 0<p<1;

b) wykladniczym E(\), A>0;

¢) normalnym N (0,02), o >0.

Odpowiedz uzasadni¢. W przypadku, gdy jest ona pozytywna, wyzna-
czyC estymator.

11. Obstuga dziata artyleryjskiego ma 3 pociski. Prawdopodobien-
stwo trafienia celu jednym pociskiem (przy jednym wystrzale) jest nie-
znane i wynosi p € [0,1]. Strzelanie konczy sie z chwila trafienia celu
albo wyczerpania sie pociskéw. Wykonano takie strzelanie. Zaktadajac,
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ze kolejne strzaly sa niezalezne, na podstawie zaobserwowanej liczby
oddanych strzaléw wyznaczy¢ estymatory parametru p:

(a) nieobcigzony z minimalna wariancja,

(b) najwiekszej wiarogodnosci,

(c) metoda momentdw,

(d) bayesowski, gdy parametr p ma rozktad a priori jednostajny U(0,1),
a funkcja straty jest kwadratowa.

Zbadac nieobcigzonos¢ estymatoréw i obliczy¢ ich ryzyka kwadratowe.
Ktéry z nich jest najlepszy?

12. Na podstawie préby X = (X1,Xs,...,X,) z rozkladu wykladni-
czego Fx(\), A>0, testuje sie hipoteze H : A\=1 przy hipotezie alter-
natywnej K : A < 1. Rozwaza sie dwa testy dla weryfikacji tej hipotezy
z odpowiednimi obszarami krytycznymi:

n
Slz{x:izzlxi>cl} i ng{x:xlmzrglnxi>c2},

gdzie state c; i ¢y sa tak dobrane, aby testy miaty rozmiar a.

a) Jakie rozklady maja statystyki wyznaczajace obszary krytyczne S; i

So, zaréwno przy hipotezie H, jak i przy alternatywach K7

b) Wyznaczy¢ funkcje mocy obu testéw w takiej postaci, aby mozna

bylo je oblicza¢ przy uzyciu zwyklych tablic statystycznych.

c¢) Czy ktory$ z tych testéw jest jednostajnie mocniejszy od drugiego?
13. Entomolog pobierat losowa prébe z duzej populacji pewnych owa-

dow. Notowal ple¢ chwytanych osobnikéw i przerwal pobieranie préby,

gdy ztapal M-tego (M >1) osobnika meskiego. Otrzymal w ten sposéb

probe owaddéw o liczebnosci X. Niech 6 oznacza nieznang frakcje osob-

nikéw meskich w populacji.

a) Opisaé przestrzen préb i rodzine rozktadéw prawdopodobienstwa na

niej.

b) Wyznaczyé¢ estymator nieobciazony z jednostajnie minimalna wa-

riancja dla parametru 6 i obliczy¢ jego wariancje.

Czy osiaga ona dolne ograniczenie Craméra-Rao?
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4. Procesy stochastyczne.

Pojecia, fakty: klasyfikacja proceséw stochastycznych (procesy ga-
ussowskie, procesy stacjonarne w Szerszym sensie, procesy stacjonarne i
o przyrostach stacjonarnych, procesy o przyrostach niezaleznych, proce-
sy Markowa), tancuchy Markowa i procesy Markowa w czasie cigglym z
przeliczalna przestrzenia stanéw (klasyfikacja standw, rozktad stacjonar-
ny, twierdzenia ergodyczne), proces urodzin i $mierci, proces Poissona,
ztozony proces Poissona, proces odnowy, proces Wienera (podstawowe
wtasnosci trajektorii, mocna wltasno$é Markowa, zasada odbicia).

Przykladowe zadania:

14. Niech S ={1,...,m}, a P bedzie macierza podwéjnie stochastycz-
na tj. macierza stochastyczng taka, ze dla wszystkich j=1,...,m

m
> pij=1.
i=1
Udowodni¢, ze rozktad m; = %, 1=1,...,m, jest rozkladem stacjonar-

nym dla tancucha Markowa z macierza przejs¢ P.

15. Niech {N(t),t > 0} bedzie procesem odnowy generowanym przez
ciag niezaleznych, jednakoworoztozonych zmiennych losowych { X} ;.
Niech {R,}%2, bedzie ciag niezaleznych, jednakoworoztozonych zmien-
nych losowych takim, ze pary (X,,R,), n>1 sa niezalezne i jednakowo
roztozone. Niech {R(t),t > 0} bedzie procesem zdefiniowanym jako

N(t)

R(t)= ZXH.

Wykazaé, ze z prawdopodobienstwem 1 istnieje granica lim; @ oraz
podaé jej postac.

16. Niech {N(t),t >0} bedzie procesem Poissona z parametrem .
Obliczyé P(N(s)=k|N(t)=n) dla s <t.

17. Niech {W;,t >0} bedzie procesem ruchu Browna. Wykazaé, ze
proces {X;,t > 0} zdefiniowany, dla ustalonego T > 0, jako

Xy =Wy — Wy, jest réwniez procesem ruchu Browna.
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Specjalnosé ekonomiczna.
1. Matematyka ubezpieczen na zycie.

Pojecia, fakty: obecna warto$¢, zakumulowana wartos¢, renta bez-
terminowa i pewna, prawa umieralnosci, tablice trwania zycia, hipoteza
jednostajnosci, ubezpieczenie na cale zycie i terminowe i na cale zy-
cie, ubezpieczenie na dozycie, renta zyciowa na cale zycie i terminowa,
jednorazowa sktadka netto i sktadka roczna, rezerwa netto.

Umiejetnosci: wyliczenie wartosci kapitatu w dowolnej chwili cza-
su, wyliczenie prawdopodobienstwa zgonu na podstawie tablicy trwania
zycia, wyliczenie sktadki netto dla prostych typéw ubezpieczen na pod-
stawie tablicy trwania zycia i przy zadanym rozkladzie dlugosSci zycia,
wyliczenie sktadek dla rent, liczenie rezerw.

Przykladowe zadania:

1. Na podstawie tablicy trwania zycia TTZ-PL97m obliczy¢ jedno-
razowa skladke netto w ubezpieczeniu:
a) terminowym na 2 lata dla 30-latka,
b) czystym na dozycie na 2 lata dla 30-latka,
¢) na dozycie na 2 lata dla 30-latka,
d) na cale zycie dla 108-latka.

2. Korzystajac z tablic trwania zycia, przy rocznej stopie procentowe;j
i =4%, obliczy¢ jednorazowq sktadke netto czasowej renty na zycie, na
3 lata dla osoby w wieku z =40, wyptacanej w wysokosci C'= 1000 na
poczatku kazdego roku zycia.

3. Przeplywy pienigdza pewnej inwestycji sg nastepujace:
1 rok -2420,
2 rok 1460,
4 rok 2140.
Obliczy¢ warto$¢ obecng i przyszta po czterech latach tego przepty-
wu pieniedzy przy nominalnej stopie procentowej i = 20% i kapitalizacji
roczne;j.
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2. Matematyka ubezpieczen majatkowych i oso-
bowych.

Pojecia, fakty: funkcja uzytecznosci, kontrakt stop-loss,sktadki net-
to, wariancji, odchylenia standardowego, reasekuracyjna, rozktad sumy
niezaleznych szkdéd, ztozony rozktad Poissona, ztozony rozktad geome-
tryczny, prawdopodobienstwo ruiny w model Lundberga.

Umiejetnosci: wyliczanie sktadek dla zadanej funkcji uzytecznosci
i zadanego rozktadu szkdd, wyliczanie rozktadu sumy szkdd, wyliczanie
momentow rozktadow ztozonych, wyliczanie prawdopodobienstwa ruiny
w modelu Lundberga.

Przykladowe zadania:

4. Wykres funkcji uzytecznosci decydenta przejawiajacego awersje
do ryzyka przechodzi przez punkty (0,0), (1,1), (z,2.5), (9,3),1 (13,3.5).
Jakie wartosci moze przyjaé¢ parametr x?

5. Przy zalozeniu, ze S ma ztozony rozklad Poissona z parametrem
A=2, a wielko$¢ szkéd jest zadana przez rozktad o gestosci p(k) = 1’“—0,
k=1,2,3,4 obliczy¢ prawdopodobieristwo sumarycznych szkéd P(S =k)
dla £=0,1,2,3,4.

6. Ryzyko X ma rozklad z atomami Pr(X =0)=0.8,

Pr(X =1)=0.1 oraz gestos¢ fx(z)=0.1 dla z € (0,1). Ryzyko Y ma
rozklad z atomami Pr(Y =0)=0.7, Pr(Y =2)=0.1 i gestoscia
fr(y)=0.1dlaye€(0,2). Jesli X i Y sa niezalezne, to ile wynosi
Pr(X+Ye€[1,2])?

7. Ryzyko X ma rozktad

X 0 1 2 2 10 20
Pr(X=x) | 0.8 [ 0.1 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.01

Wyznaczy¢ d, jesli wiadomo, ze E(I4(X))=0.37, gdzie I;(z)=z—d
dla x >d i zero poza tym.

35



Egzamin dyplomowy (ekonomiczna)

3. Statystyka.

Pojecia, fakty: szereg rozdzielczy, histogram, estymatory, estyma-
tory nieobcigzone, metoda momentéw, metoda najwiekszej wiarogod-
nosci, estymacja przedzialowa, przedzialy ufnosci dla parametréw roz-
ktadu normalnego, przedzialy ufnosci dla oszacowania prawdopodobien-
stwa zdarzenia, hipoteza zerowa i alternatywna, hipoteza prosta i ztozo-
na, obszar krytyczny, btad I i Il rodzaju, rozmiar testu, poziom istotno-
Sci, testy ilorazu wiarogodnosci, test dla wartosci Sredniej w populacji o
rozkladzie normalnym, test poréwnaia Srednich, test dla wariancji, test
zgodnosci x?2, test niezalezno$ci x2, test t-Studenta, regresja liniowa, i
metoda najmniejszych kwadratéw, wspétczynnik korelacji i testowanie
jego istotnosci.

Przykladowe zadania:

8. Rzucamy monetg tak dtugo, az wypadnie orzel. Orzet pojawit sie
po n rzutach. Znalez¢ estymator najwiekszej wiarygodnosci dla niezna-
nego prawdopodobienstwa wypadniecia orta.

9. Znalez¢ przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0.99 dla wartosci
oczekiwanej w rozktadzie normalnym, gdy na podstawie 25 obserwacji
oszacowano wartos¢ srednig i odchylenie standardowe.

10. W sondazu bralo udzial 100 ankietowanych. 48 ankietowanych,
stwierdzito, ze w najblizszych wyborach prezydenckich bedzie gtosowaé
na kandydata ” X”. Zweryfikowa¢ hipoteze, ze kandydat ” X” bedzie miat
50% poparcia przeciwko hipotezie, ze bedzie mial poparcie mniejsze niz
50%.

11. Ile nalezy wykona¢ pomiaréw, aby oszacowac¢ z dokladnoScig
do 0.1 i na poziomie ufnoéci 0.95 $redniag w rozkladzie normalnym z
odchyleniem standardowym o =27

12. W USA Sérednia liczba dni pracy opuszczonych w ciggu roku
z powodu choroby wynosi 5.1. W firmie zatrudniajacej 49 pracowni-
kéw srednia liczba dni straconych z powodu choroby wyniosta 7 dni, a
odchylenie standardowe 2.5 dnia. Wtadciciel firmy chce sprawdzi¢, czy
pracownicy w jego firmie odbiegaja od typowych w calym kraju.
a) Jaka powinien sformuowaé hipoteze zerowa?
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b) Obliczy¢ poziom krytyczny dla tej hipotezy, zakladajac, ze obserwa-
cje maja rozklad normalny.

c) Jaki wniosek moze wyciagna¢ wtasciciel po przeprowadzeniu tego
testu?

4. Réwnania rdézniczkowe.
Zakres materialu identyczny jak dla sekcji zastosowan.
5. Wstep do teorii podejmowania decyzji.

Pojecia, fakty: kryteria optymalnosci strategii, gry wieloosobowe,
macierzowe gry dwuosobowe, twierdzenie minimaksowe, zagadnienie du-
alne, metoda simpleks.

Umiejetnosci: umiejetno$c znalezienia strategi optymalnej oraz wa-
rtodci gry w grach macierzowych, umiejetnosc¢ rozwigzania zagadnienia
programowania liniowego oraz zagadnienia dualnego.

Przykladowe zadania:

13. Znalez¢ strategie optymalne obu graczy i warto$¢ gry w grze o
macierzy wyptat 11100

— -0 O
_— o O =
[ S -

11
11
01
0 0

14. Wektor z = (0,5,2,0,0) jest rozwiazaniem optymalnym zagadnie-
nia programowania liniowego:
T = ($1,$2,$3,$4,$5) 2 0’
T1+2x3—24+425 = 4

201+ 2x9+x4+325 = 10
Z

3%y — 213 — T4+ 225 7

3$1 —+Z9 +2(133 +4CC4+6.’L’5 = min.

a) napisa¢ posta¢ zagadnienia dualnego do tego zagadnienia,
b) znaleZ¢ rozwigzanie optymalne zagadnienia dualnego.
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Specjalnosé: matematyka z informatyka.

0. Studia na sekcji przygotowuja do praktycznego postugiwania sie
narzedziami informatycznymi poczawszy od systeméw operacyjnych
Windows i Linux, jezykéw programowania C++, Pascal, Perl po-
przez pakiety matematyczne MathLab, Mathematica czy Statisti-
ca. Calos¢ jest osadzona w zajeciach teoretycznych, gdzie przedstawia
sie zgadnienia istotne dla Swiadomego a przede wszystkim skutecznego
stosowania poznanej wiedzy. Cecha wyrdzniajaca absolwentéow tej sekcji
jest, na bazie przygotowania matematycznego, umiejetno$¢ krytycznej
analizy programéw stuzacych do wykonywania obliczen.

1. Metody programowania.

Pojecia, fakty: programowanie strukturalne i obiektowe, postugi-
wanie sie wskaznikami, listy, rekurencja, tworzenie klas, niskopoziomowe
(buforowane lub nie) operacje wejécia wyjscia, strumienie, komunikaty,
lacza, pamieé¢ dzielona, procesy, synchronizacja dostepu do zasobdw,
uprawnienia

Umiejetnosci: praktyczne przygotowanie do zawodu programisty

Przykladowe zadania:

1. Rozwazmy PASCALOWSKI fragment programu:

var i,j : integer;

procedure P(var k : integer;var m : integer);

begin
k := k-m;
m := k+m;
k := m-k;
end;
i:=2;
j = 3;
P(i,j);

Jakie sa wartosci 1, j po wykonaniu przedstawionego fragmentu progra-
mu?
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2. Niech bedzie dany program:

#include <stdio.h>
int main()

{
float sum=0.0,j=1.0,i=2.0;

while(i/j>0.001)
{
3 = 3+3;
sum = sum + i/j;
printf ("%12.4f\n",sum) ;
}

return O;

}

Ile wierszy wygeneruje program 7

3. Niech bedzie dana definicja listy liniowes:

type ref="slowo;
slowo = record

klucz : integer;

licznik : integer;

nast : ref;
end;

Napisaé¢ procedure:
e tworzacy liste dtugosci n.

e znajdujaca zadany klucz.

4. Przeciazajac operator + rozszerzy¢ dodawanie liczb na dodawanie

macierzy 2 x 2.
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2. Metody numeryczne 1.

Pojecia, fakty: rozwigzywanie réwnan nieliniowych metoda "przez
potowienie przedziatu”, stycznych (Newtona), siecznych — okreslenie rze-
du metody; bledy zaokraglen popeliane w obliczeniach numerycznych,
€ — maszynowe, rozmieszczenie liczb zmiennoprzecinkowych, rodzaje
bledéw; metody algebry liniowej: przedstawienie macierzy w kompute-
rze, LU — rozklad macierzy; rozwigzywanie uktadu réwnan przez rozktad
Choleskiego, metoda eleminacji Gaussa; oszacowanie bledu rozwigzan,
macierze zle uwarunkowane; interpolacja wielomianowa, btad interpo-
lacji, wilomiany Czebyszewa; numeryczne catkowanie, wzér trapezow,
formuta Newton—Cotes, wzor Simpsona, kwadratury Gaussa.

Umiejetno$ci: zapoznanie z elementarnymi zagadnieniami analizy
numerycznej, celem w przysztosci jest ksztalcenie specjalistow taczacych
wiedze matematyczng z umiejetnoScig ”czytania”’ programow realizu-
jacych obliczenia, umiejacych ze zrozumieniem analizowa¢ algorytmy
numeryczne

Przykladowe zadania:

5. Dla réwnania
?=2
i warunku poczatkowego
To= 10

ile nalezy wykona¢ iteracji w metodzie Newtona, aby otrzymaé przybli-
zone rozwigzanie z btedem absolutnym mniejszym od 0.00001 ?

11
=(13)
obliczy¢ wspélezynnik dobrego uwarunkowani x(A). Wyjasnié znaczenie
tej liczby.
3. Statystyka.

Zakres materiatu identyczny jak dla sekcji ekonomiczne;j.
4. Rownania rézniczkowe.

6. Dla macierzy

Zakres materialu identyczny jak dla sekcji zastosowan.
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